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Resumen

Recibido: 18-10-2022 El desarrollo de la tecnologia sigue un ritmo acelerado y su inclusion en las practicas

educativas no solo es beneficioso sino necesario. Estas tecnologias no solo favorecen la

Aceptado: 16-12-2022 representacion matematica multiple, sino también recursos extraordinarios en la interaccion

estudiante-conocimiento, que permite un involucramiento activo del sujeto en su

Palabras clave aprendizaje.

: Por este motivo, con el afan de contribuir a la insercién de la tecnologia en la practica
Vectores. Matrices.

educativa, presentamos la incorporacién del lenguaje Python en los contenidos de la

Determinantes. Sistemas de Lz . . L
materia Algebra correspondiente al Primer Tramo de las carreras de la Facultad de Ciencias

ecuaciones lineales. Econdmicas de la Universidad de Buenos Aires.

Autovalores y Autovectores.

El objetivo de esta presentacion es compattir el trabajo inicial de redisefio del material de

Phyton. catedra promoviendo el uso del lenguaje de programacion Python.

Una de las implicaciones mas importantes del uso de los lenguajes de programacion en la
ensefianza del algebra es poder proveer experiencias de aprendizaje que ayuden a desarrollar
pensamientos concretos para ayudar en los procesos de abstracciéon necesarios para el

aprendizaje de conceptos matematicos avanzados.

Las autoras creemos que la integracién de los contenidos teéricos y practicos con Python
potencia el aprendizaje, posibilita trabajar con objetos de dimensién mayor a tres evitando

calculos tediosos, permitiendo enfatizar sobre el andlisis de los resultados, acercandolos a

la realidad de su campo profesional futuro aumentando la motivacién de los alumnos.
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Abstract
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The development of technology follows an accelerated pace and its inclusion in
educational practices is not only beneficial but necessary. These technologies not
only favor multiple mathematical representation, but also extraordinary resources
in student-knowledge interaction, which allows an active involvement of the

subject in their learning.

For this reason, with the aim of contributing to the insertion of technology in
educational practice, we present the incorporation of the Python language in the
contents of the subject Algebra corresponding to the First Tranche of the careers

of the Faculty of Economic Sciences of the University of Buenos Aires.

The objective of this presentation is to share the initial work of redesigning the

teaching material promoting the use of the Python programming language.

One of the most important implications of the use of programming languages in
the teaching of algebra is to be able to provide learning experiences that help
develop concrete thoughts to help in the abstraction processes necessary for the

learning of advanced mathematical concepts.

The authors, we believe that the integration of theoretical and practical content
with Python enhances learning, makes it possible to work with objects larger than
three avoiding tedious calculations allowing to emphasize on the analysis of the
results bringing them closer to the reality of their future professional field

increasing the motivation of the students.
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INTRODUCCION

El Algebra lineal es una rama de la matematica que es utilizada en el estudio de una gran variedad
de temas vinculados con las Ciencias Econémicas, como ser las finanzas, investigacion operativa,

entre otras.

Es sabido que, por ejemplo, el cilculo matricial y/o la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales es sin duda tedioso, ptrincipalmente cuando el tamafio de las matrices y/o el nimero de
incognitas aumenta. En esta publicacion se pretende mostrar la incorporacién de Python para la
realizacién de estas operaciones. De este modo el lector/alumno tendra la oportunidad de realizar
los calculos que involucren vectores, matrices y resolucién de sistemas de ecuaciones lineales

cuando lo requiera y como aplicacion a lo largo del desarrollo de los contenidos de la materia.

Python, como lenguaje de programacioén que es, es un entorno adecuado para programar diversos
algoritmos, sin embargo, cabe mencionar que no se quiere dedicar la atencién al aprendizaje de la
programacién sino al uso de algunas de las herramientas que Python tiene incorporadas para

resolver el calculo vectorial, matricial y los sistemas de ecuaciones.

No obstante, como docentes sabemos que es importante resaltar la importancia de saber realizar

tales operaciones sin la necesidad de una computadora.

1. DESCRIPCION DE LA PROPUESTA

Acordamos con Galindo Alba, (2017) que, en los ultimos afios, los alumnos que llegan a las aulas
universitarias han nacido en un mundo con internet y para ellos es impensable un mundo sin
tecnologfa, estan acostumbrados a obtener informacién con facilidad, tienen capacidad de
procesamiento paralelo, son altamente multimediales y aprenden de manera distinta. En este
contexto, consideramos que los docentes debemos proponer mejoras en nuestras practicas, que

permitan relacionar nuestros conocimientos con esta nueva generacion.

En la actualidad en la que el manejo de software y herramientas informaticas especializadas
representa un pilar fundamental en la ensefianza universitaria de grado, posgrado e investigacion
cientifica, hemos considerado atinado la incorporacion del uso de lenguaje Python para apoyar el

desarrollo practico de los contenidos de la asignatura.

Se plantea como objetivo su uso como una herramienta para el calculo numérico, no solo en el
cursado de la materia Algebra del Primer Tramo de las carreras de la Facultad de Ciencias
Econdémicas (UBA) sino para todo alumno que lo requiera en las materias del Area Matematica

que se dictan en la institucién en Segundo Tramo, Ciclo Profesional y en el Posgrado.
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Esto es especialmente interesante debido a la presencia de contenidos en el programa que se
prestan claramente al disefio de algoritmos y a una experimentaciéon mayor que la que permite la

ensefianza tradicional.

1.1 Principales beneficios del lenguaje Phyton

Entre los principales beneficios es que es Open Source. El c6digo abierto en el que se basa Python
permite utilizar un modelo basado en la comunidad, pudiéndose ejecutar tanto en entornos
Windows como Linux. Ademas de eso, puede ser portado a otras plataformas.

Python se utiliza para la computacion cientifica, tanto a nivel académico como en el mercado de
Python se utiliza para la computacion cientifica, tanto a nivel académico como en el mercado de

trabajo, posee una gran cantidad de bibliotecas de andlisis, incluyendo paquetes

Google Colaboratory

para el analisis de datos, estadistica, visualizacién y aprendizaje automatico

1.2 Google Colab y Librerias de Python para algebra lineal

Para facilitar la escritura del c6digo en Python se trabajé en el entorno de Google. Basado en
Jupyter, es un proyecto de codigo abierto que permite la ejecucién de cédigo Python dentro de
un navegador. No requiere configuracion, el ambiente esta listo para ser usado. Python y muchas
librerfas estan instaladas por defecto. Es intuitivo, por lo que no se necesita conocimiento previo

para usar la herramienta.

Existen celdas de texto y de codigo para mantener documentado el programa desarrollado, ademas
de todas las notas que se pueden agregar aparte de los comentarios del codigo.
Google Colaboratory esta enlazado a Google drive, por lo que los blocs de notas se guardan por
defecto en este servicio en una carpeta que se crea de manera automatica.

Las principales librerfas que Python ofrece para realizar operaciones de Algebra lineal son:

NumPy es la biblioteca fundamental para la computacion cientifica en Python.
Nﬁ:’ NumPy

Provee arreglos multidimensionales y una variedad de rutinas para realizar

operaciones a gran velocidad, acercandose en rendimiento a los lenguajes compilados. En
concreto, algunas de sus funcionalidades son: trabajo con matrices, vectores. La documentacién

oficial puede ser accedida en linea de manera gratuita.

¢ numpy.linalg: Este es un submoddulo dentro de NumPy con un gran nimero de funciones
para resolver ecuaciones de Algebra lineal.
e scipy.linalg: Este submédulo del paquete cientifico Scipy es muy similar al anterior, pero

con algunas mas funciones y optimaciones.
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SymPy es una biblioteca de Python para matematicas simbélicas. Es facilmente

extensible, estd escrito completamente en Python y no requiere bibliotecas externas.

Mas alla de su uso como herramienta interactiva, SymPy puede integrarse en otras
aplicaciones y ampliarse con funciones personalizadas. Incluye funciones que van desde la

aritmética simbolica basica hasta el calculo, algebra, matematica discreta y fisica cuantica
2. PROGRAMACION EN PHYTON

A continuacién, se muestra utilizando el Google Colaboratory, la programaciéon en lenguaje
Phyton de temas basicos del dlgebra lineal a fin de complementar el desarrollo que de los mismos
se encuentra en el libro Notas de Algebra Teérico - Prcticos (Fraquelli - Gache, 2019), siendo el

mismo parte de la bibliografia de catedra de los cursos de algebra de nuestra institucion

2.1 Vectores

~ Vectores con Sympy

En SymPy los vectores se pueden definir mediante la clase Matrix del médulo matrices
Definir los siguientes vectores 4 y 7 en R?:

2 4

[ 1 from sympy import * #Importamos la bilioteca SymPy Operaciones entre vectores

[ 1 utv #suma de vectores
[ 1 u=Matrix([2,1,-5])

u [ 6
0
|2
2
1 [ 1 2*u #producto por un escalar
—5 - 4
2
—10
[ 1 v =matrix([4,-1,3]) B
v
[ 1 s*us2*v
4 [18
—1 3
3 1—19

Norma de un vector
Calcular la norma del vector 7.

Como

entonces |7 = 42+(_1)2+32:\/%

[ 1 v.norm() #Norma del vector v

26

39



Fragquelli, A.et. al. / Revista de Investigacidén en Modelos Matemiéticos aplicados a la Gestién y la
Economia Afio 8 Volumen II (2021-11) 35-51.

Producto escalar entre dos vectores
Hallar el producto escalar entre los vectores % y 7.

Recordemos que 1 y U:
2 4
i=| 1 |yv=1] -1
—5 3
El productor escalar resulta:
U.0=24+1.(-1)+(-5).3=-8

Veamos el codigo....

[ 1 u.dot(v)

—8

[ 1 v.cross(u) #Producto vectorial entre v y u

2
26
6

2.2 Matrices

El conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas definidas sobre un cuerpo se anota con

KmXTL

Notacién rectangular:

A= (aij) € K™™ ¢s la matriz de m filas y n columnas definidas sobre el cuerpo K (Q:

racionales, R: reales o C: complejos)

T )

. (¢} a.
& 2 tn iy Gy a, | <
a a a a [#} N
A= 21 22 2n e Km:m 4- .21 .22 . 2 filas
Ve : : : R
letra
aml a a mayuscula \ &, d,, - <

m2 e mhn ~
dimension: mxn

Cada elemento posee dos subindices: el primero “i” hace referencia a la fila que ocupa el mismo

en la matriz y el segundo “j” a la columna.
Para su creacion, seleccién de elementos, insercidon o eliminacion de filas o columnas se utiliza la

librerfa SymPy
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Crear las siguientes matrices:

5 6 2 14 -2 12
A=14 7 9|B=|14 4 5
0 3 12 5 5 1

[ 1 A=matrix([[5, 6,2], [4, 7,9], [@, 3,12]])
A

o= W U1
L -] 3
= .

oo w

[ ] A.shape #Permite obtener la dimension de una matriz

(3, 3)

[ ] B=Matr‘ix([[141 '211211 [4; 4;5]1 [51 5.11]])

B
14 -2 12
4 4 5
5 5 1

[ 1 b=B[1,2] #Permite seleccionar un elemento de la matriz B
b

5

[ 1 #Para seleccionar una fila o columna de una matriz utilizamos:
B.row(@) #Selecciona la fila 1 de la matriz B

14 -2 12]

[ 1 B.col(-1) #Selecciona la dltima columna de la matriz B

197
5
1

Eliminacion de una fila o columna

[ 1 B=matrix([[14, -2,12], [4, 4,5], [5, 5,1]1)
# Para eliminar filas o columnas utilizamos row_del o col_del
B.col del(®@)

B
-2 12
4 5
5 01

[ 1 B=Matrix([[14, -2,12], [4, 4,5], [5, 5,1]])
B.row_del(2) #Elimina la ultima fila de la matriz
B

14 -2 12
4 4 5




Fragquelli, A.et. al. / Revista de Investigacidén en Modelos Matemiéticos aplicados a la Gestién y la
Economia Afio 8 Volumen II (2021-11) 35-51.

Insercion de filas o columnas

[ 1 # Para insertar filas o columnas utilizamos: row_insert or col_insert
B=Matrix([[14, -2,12], [4, 4,5], [5, 5,1]])
B

14 -2 12
4 4 5
5 5 1

[ 1 #Insertamos una fila en la matriz B
B.row_insert(1, Matrix([[1, 1,1]1))

[14 -2 12}
1 1
4 5
s 5 1

[ 1] #Insertamos una columna
B:Matrix([[ld, '2;12]3 [4; 4;5]) [51 511]])

o

B
14 -2 12
4 4 5
5 5 1

[ ] B.col insert (1,Matrix([4, 2, 3]))

14 4 -2 12
4 2 4 5
5 3 5 1

Operaciones con matrices

Adicion de matrices del mismo orden sobre el mismo cuerpo

Sean A=(a;)eR™ AB=(b;)eR™" : A+B=C siendo C=(c;)eR™ /Vi,Vj:q+b=c;

Multiplicacion de una Matriz por un Escalar

“€2 RXRTT SR /VaeR A VA = () eR™": a.A=B/Vi,Vj: a.q;= Db,

ij

Multiplicacién de Matrices

Dadas dos matrices A y B, su producto es otra matriz P cuyos elementos se obtienen
multiplicando escalarmente los elementos de las filas de A por los elementos de las columnas de

B; los elementos de
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P son de la forma:

P = Z aikbkj
ko1

Para poder realizar la multiplicacién, el nimero de columnas de A debe coincidir con el numero

de filas de B.

Si A tiene orden m x ny Borden n x p, la matriz Psera de orden m x p, es decir Ptendra tantas

filas como la matriz Ay tantas columnas como la matriz B.

FILAS

@gA-B:P

Operaciones con matrices en SymPy

Dadas las matrices:
Ao ( 2 3)
-1 4
6 —2
(i V)
8 4

[ 1 A+B #suma de matrices
[ 1 A=Matrix([[2, 3], [-1,4]]) 8 1
A 7 8
2 3
~1 4 [ ] A*B #Producto de matrices
36 8
[ 1 H=5*A #Multiplicacién por un escalar 26 18
[10 15] [ ] c=a®*3
-5 20 c
. —16 75
[ ] E=Matr1x([[6, ’2]1 [8)4]]) |:_25 34:|
[6 _2} [ 1 #Traspuesta de una matriz
8 4 c.T
—-16 —25
5 34
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Matriz Inversa

nxn . . . . . . . .
Sea A= (aij ) eR™" es inversible, es no singular, es regular o admite inversa si existe una matriz

denominada A" que multiplicada a izquierda o a derecha por la matriz A da la matriz identidad.

En simbolos: VAeR™, siFATeR™=A A=A A = |

Importante: A~ estd definida 5i y solo sia.d — c.b # 0

b
jEDM = A‘lzi-AdeT =

A

A—l

__ 1t
ad-cbh

g

a

|

[]

Hallar la inversa y el determinante de la siguiente matriz. H = (

H=Matrix([[4, -2], [6,3]]) #Creamos la matriz H
H inv=H**-1
H_inv

LRI

#Verificamos
H*H_inv

o

H.det() #Calculamos el determinante de la matriz H

Ty

24

4
6

3)

Matrices especiales

o Matriz Identidad o Unidad

Es toda matriz escalar tal que Vi:ia =1

&
Podemos definir también I es la identidad < V1,V]: 3
i

]

J

o - O
= O O

I
~
o
= o
~—
Il
o o -

0 si

i=]
1 # ]
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eye(): Permite crea la matriz identidad

eye (3) #Creamos la matriz identidad de dimensidén 3

Matriz Nula

N eslamatriznula < Vi ,Vj : ni; = 0

00O 0 00 0
N=/0 0 0|eR* N=|0|eR>™ N=[O 0 OJGERM
00O 0

zeros(n, m): Permite crear matrices nulas de dimension nxm

zeros (2, 3)

ones(n, m): Permite crear matrices donde todos sus elementos son 1 de dimension nxm

Matriz Diagonal

A = (8;)eR™ esdiagonal < Vi Vj:i#j=a,=0

10
A= B:
o )

o O -
o N O
= O O

diag(): Permite crear matrices diagonales

diag(4,2,1) #Creamos una matriz diagonal
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eye(3) #Creamos la matriz identidad de dimensidn 3

zeros(2,3)
0 0 0
0 00
ones(2,4)
1 1 1 1
1 1 1 1
diag(4,2,1) #Creamos una matriz diagonal

4 0 0
0 2 0
0 01

2.3 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de m ecuaciones lineales con n incégnitas que
g Xg +a, Xy +en Ay X, = by

. gy Xy +8p Xp +.o + 3y X, = b,
se expresa de la siguiente forma:

Ay Xy 8y, Xy +eee +a5, X, = 0,
Los nimeros reales 841 , 819, ..., 844 €N general aij son los coeficientes de las incognitas.
Las incognitas del sistema estan representadas por X, Xp, ..., X joreee Xn .
Los numeros reales bl’ b2' vy bi «ooy Dy son los términos independientes del sistema.

Solucion del sistema: es el conjunto de valores de la n-upla (Xl; Xypeess Xn) que satisfacen

simultineamente a todas y cada una de las ecuaciones del sistema.

Conjunto solucién: es el conjunto formado por todas las soluciones del sistema.
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Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales en funcién de su conjunto solucién
y sus términos independientes.

7 N\
Sistemas de

Ecuaciones Lineales

e’
P 7

Seglin sus términos

Segtin su solucion

independientes
g U N
7= N 2= N -~
Compatibles Incompatibles No homogéneos
(Admiten solucidn) (No adpmiten solucion) (algtin término independiente no nulo)
N ii”
T~
Determinados | PRI
(solucién tinica) Homogéneos
N (todos los términos independientes nulos)
N ~—
Indeterminados
(infinitas soluciones)
N

A partir de los siguientes ejemplos se muestra el codigo a utilizar para resolver sistemas de
ecuaciones lineales y las diferentes posibilidades de solucién.

ler. Caso: Sistema Compatible Determinado (SCD)

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

3z +2y=>5
r—3y=-2

[2] x=Symbol('x') #Definimos las variables x e y
y=Symbol( y")

[3] solve([3*x+2*y-5,x-3*y+2],[x,y])

{x: 1, y: 1}

2do. Caso: Sistema Compatible Indeterminado (SCI)
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Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

3z —Ty=1
—b6z 4+ 14y = -2

[12] x=Symbol{'x') #Definimos las variables x e vy
y=Symbol{"y")

[18] solve([3*x-7*y-1,-6%x+14%*y+2],[x,v¥])

{x: 7*y/3 + 1/3}

3er. Caso: Sistema Incompatible (SI)

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

{4x+3y:18
5z —6y=3

[ ] x=Symbol('x') #Definimos las variables x e y
y=Symbol('y")

[ 1 solve([3*x+3*y-1,x+y-21,[x,y])

(]

3.4 Autovalores y Autovectores

Sea A € R™"™, 1 € R es autovalor o valor propio o valor caractetistico de la matriz 4 si y s6lo

si existe un vector ¥ € R™ no nulo tal que:
AT =2V conD#0
Operando se obtiene:
(A—ADB =0

Las correspondientes soluciones de la ecuacién para cada valor de A se denomina autovector o

vector propio o vector caracteristico de la matriz A
Calculo de valores y vectores propios

La busqueda y calculo de valores propios para una matriz A se apoya en las equivalencias

siguientes:
A es un valor propio de A

& A. U = AV tiene soluciones no nulas
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S A-1D.v= 0 tiene infinitas soluciones
Sdet(A—-ADH)=0

Para hallar autovalores y autovectores de una matriz utilizamos:

Es posible obtener un dictionary de la forma eigenvalue: algebraic_multiplicity

eigenvals (): Autovalores

X 6 1
Obtener los autovalores de la matrizz M = 43

[ 1 m=matrix([[6, 1], [4,3]]) #Creamos la matriz M
M

H

[ 1 M.eigenvals() #Obtenemos los autovalores y su multiplicidad

{7: 1, 2: 1}

[ 1 M.eigenvects() #Obtenemos los autovectores
[(2, 1, [Matrix([
[-1/4],

[ 11D, (7, 1, [Matrix([
[1],
11D D]

2.5 Diagonalizacién de matrices
Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz inversible P y una matriz diagonal D tal que

A = ppp1

Donde A es la matriz a diagonalizar, P es la matriz cuyas columnas son los vectores propios (o
autovectores) de A, P~ su matriz inversa y D es la matriz diagonal formada por los valores

propios (o autovalores) de A.

NOTA: Son expresiones equivalentes A = ppp-1 y D = P1aP

. . Lo . 3 1
Diagonalizar la siguiente matriz: 4 = -

[ 1 a=Matrix([[3, 1], [2,2]]) #Creamos la matriz A
A

E

[ 1 P, D=A.diagonalize() #Obtenemos la matriz P

10
0 4
[ 1 p*D*p**-1

L3
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Polinomio caracteristico

Hs posible obtener el polinomio caracteristico de una matriz utilizando: charpoly

[ 1 lamda = symbols('lamda’)
p = A.charpoly(lamda)
factor(p.as_expr())

A—=4)(A—1)

[ ] A.eigenvals() #Verificamos

{4: 1, 1: 1}

CONCLUSIONES

Se necesita una intencionalidad educativa en el uso de Python, mas alla de la simple utilizacién
encaminada a mejorar el proceso de enseflanza - aprendizaje haciéndolo mas interactivo, mas
innovador, sobre todo mas motivador para el alumno, adaptandolo a la nueva realidad social,

cultural y tecnolégica que vivimos.

A pesar de las ventajas Python en la enseflanza de los temas de algebra, es necesario para utilizar
el Google Colaboraty y las librerfas contar con sesiones de practica para familiarizarse con el

entorno.

Las TIC han abierto muchas alternativas, tanto en la enseflanza como en el aprendizaje de la nueva
generacién “digitalmente” culturizada, las que, integradas en un entorno o ambiente de
aprendizaje con diferente grado de virtualizacion, ponen a disposicién de los docentes canales de
informacién y comunicacién para promover formas distintas de enseflanza y es nuestro objetivo
aprovecharlas para fortalecer el proceso y lograr alumnos con capacidad de alcanzar aprendizaje

critico y significativo.

Posibilitan la profundizacién de conocimientos en el quehacer educativo; constituyen un medio
excelente para cuestionar ciertas practicas pedagdgicas que se realizan en el aula; incrementan
notablemente la participaciéon y la interaccién de los alumnos, logrando su integracion en

situaciones de aprendizaje

Se propicia entonces un uso de la tecnologia y las diferentes herramientas digitales enfocadas hacia
la participacién del alumno, para que éste sea capaz de crear y construir su conocimiento, evaluar

su aprendizaje y elaborar sus propias herramientas de analisis de la realidad.
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Sin embargo, se debe tener cuidado en la utilizacion de estos recursos, para que éste sea

pedagdgico, y no sea una necesidad exclusivamente para resolver una operaciéon matematica.

Se acuerda con Coll (2011) que las instituciones de educacion superior vienen experimentando
cambios importantes con el objetivo de promover experiencias innovadoras en los procesos de

ensefianza aprendizaje apoyandose en las TIC y nuestra Institucién no escapa a ese proposito.
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